Mathematik Lernzettel - Abitur

Analysis Geometrie (Vektoren) Stochastik

Ganzrationale Funktionen
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Sinus, Cosinus, Tangens

II§ei Eten Winkelfunktionen Sinus, Kosinus und Tangens handelt es sich um die wichtigsten trigonometrischen
unktionen.

sin (x), cos(x) und tan(x) im rechtwinkligen Dreieck
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Formeln: Flachen und Volumen

Flachen
Rechteck
Umfang: U= 2a+ 2b
b .
Flache: A= - b
Sonderfall: Quadrat
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Umfang: U= 2e+ 2b
Fliche: A= 3

Umfang: U= a+b + ¢
Flache: A= % - ¢- ke
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Unfang: u= a+b +c
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0= 2.51-r. (r+h)

V= ﬁ'."l.k

Kegel ‘ '

Volumen:

Oberfliche: 0= &-r . (r+5)

Volumen: v=%.7.r2 R
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Verhalten der Funktion bei «© und -«

Achsensymmetrie zur y-Achse

> Graph auf der linken Seite der y-Achse ist Spiegelbild
der rechten Seite

Y
F-x) = $(x)

P(-414) P(414)

. alle Exponenten im
| * Term sind  gerade

rechnerische UBuprUtun%:
£ = x4 - x* -1

Blox) = (- X\ = (-x)2 =4 = x4 - x* -4 = {(x)

EXPONENT
gerade = Achsensymmetrie ungerade - Punktsymmetric
Bsp.: 2x* ; 40x® V) Bsp.: 2x* ; 10«7 (J
fir x- o gilt #(x) » oo
positiv \»caﬂc@ . o Ga:\-‘# o?\ =
fir x » - glt £(x) » lim £(x) = -0
S tim 1) = 0o xa -0
X > 00
LEITKOEFFIZIENT
Bop: - 2xY, - 40x N B =23, =047 N
negativ im 8(x) = -0 lim £(x) = -®
R = % X - 00
lim $(x) = -® lim $(x) = ®
K-> -00 > =%
Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung
> Spiegelung am Symmetriepunkt

X

N

P(-4l-4)f

rechnecische Ubupri){unq:
BxY= - Fx5 + 243 - Yy

f£(x) = -§(x)
P(414)

alle Exponenten

sind ungmxdt

Fl-x)= -F-(-x15+ 2- (x)P- 4. (-x)

= Fx5 - Lxd by # f(x)
S = - (P15 2x3- UR)
= xS - 24P o+ by = f(x)
Achsen Stﬂmme(r(t i,
Bx) = 248+ x% e 24T 0 | x = %' = ungerade
Punkt symmetrie
Bl = 3x3 + X A= -4x® = qerade (Exponent)




Nullstellen bestimmen

Ablesen

Wenn der Funktionsterm als Produkt dargestellt ist, arbeitet man mit dem SvNP

o ) gleich Null, wenn mindestens
Beispiel - bx)z= -05 - (x-3) - (x-4) (% + 2) einer der Faktoren Null ist
0 = -05- (x-3) - (x-4\? (% + 2)
0=(x-3) v 0=(x-4)" v 0= (x+ 2)
Xa=3 A X2 1 A x3= -1
Ausklammern
Wenn alle Summanden des Funktionsterms Variablen enthalten
Beispiel : Fx)= x3 - 2x2
0= x - 1x? |ausk[ammerr\
0= x*-(x-2) | SyNP
0=xt v 0=x-2
Xy = 0 A Xq © ‘l
PQ-Formel . -
“Q" pq - Formel : Xa2 5 21 - ('-}_L) - q
Beispiel:  #(x)= x> - Tx + 12
0= x*- Tx + 1 |pc|-Form¢!; ps -+ q=1
Sxa} A\
K=" 1 ® () - n
= 35t o5
Re = 3IS—O|S= 3 A x'),= 3|S-+ ols 2 LI

Substitution und PQ-Formel : Wenn der Funktionsterm nur die Potenzen x*und x*, x3und x®(usw.) enthilt.

Beispiel : flx)= x4 - Fx2 « 12
0 = x4-Fx2 + N2 | Substilution: x*= 2 2123 A =4
0 - 28-72+ 12 | p - Formet ; p=-F q:12 xt=3 v x= IV
s -2t BV x= 243 v ox=t2
2423 A =W | Resubstitukion : 2. xVY l

*9* SUNP: Satz vom Nullprodukt
> Ein Produkt ist genau dann

%42V A 2=V A xge-2 A %=




Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck gilt:  a? + b = ¢?

Lange einer Seite berechnen:

F(x)= ax? + bx + ¢

Y

Polynome

)= ax™ + bx™ ™+ x™ls +d — Polynom n-ten Gerodes

Quadratische Funktionen

quadratische  Funktion:
= :;_*1 hochstens 2 Nullstellen
? X

Ls n:= Grad enes Polynoms (hschste Potenz)

hochste Potenz 2 Aschste Anzahl Nullstellen

Zusammenhang von f, f' und f"

Y4
HP
H? 5P We | Te Sp
wpP
fxy| + - +
/ "X

Y2 \’{v ey o | 0 |0
| - + 0




Gleichungssysteme losen

Additionsverfahren

1. Gleichungen in eine einheitliche Form bringen

2. Eine der Gleichungen von der anderen addieren / subtrahieren (Gleichung kann zuvor mit einer Zahl multipliziert werden)
3. Geldste Variable in Ursprungleichung einsetzen und nach der anderen Variable auflésen

I 'Zq: S-x -

X+ 1ly=5 1x+ 4y=10 X+ 2-2 =5
I —7.7(—‘-I=—3\d d ‘2%*31‘:'1 —'Ixi-a(d:q )(:4
Fy =14 117
= 2

Einsetzungsverfahren

1. Eine Gleichung nach einer der Variablen umstellen

2. Umgestellte Gleichung in die andere Gleichung einsetzen und nach anderer Variable umstellen
3. Wert fiir Variable in Gleichung aus 1. einsetzen

T_ X + q\‘=46

3. (4-Yy) v 29y = 13
T 3+ y=413 X = 46-‘4, y = 3,5 x= 46-4.3,5
x= 2
Gleichsetzungsverfahren
1. Gleichungen nach der gleichen Variable umstellen
2. Gleichungen gleichsetzen, nach Gibriger Variable umstellen
3.Losung in Ursprungsgleichung einsetzen und nach Variable auflésen
K= 3~4
T X+ 2y=14 |—‘2‘4 - X= ‘-I-').\d Y-12y-= 3~l4 x= 2
I x= 3-y4 - x= 3 -y Y=

Mittlere Anderungsrate Momentane Anderungsrate

und Differenzenquotient und Ableitung

durchschnittliche Steigung im Intervall > Sekante Steigung an einer bestimmten Stelle >Tangente
4y £1b) - £l

ms= A x = b- o

1. Ableitungsfunktion bestimmen
2. gefragten x-Wert in Ableitungsfunktion einsetzen

Monotonieverhalten
Y / streng  monoton wachsend | £ cberhalb x - Achse
;/\\, P //I X £V 20 = & shieng monoton wachsend
Y 2 N/ X
N streng monoton fallend, ' untechatb  der x- Achse
{'(+\ 70 {‘Md\? R

100 ¢ 0 = § streng  monoton faltend




Ableitungsregeln

Potenzregel Faktorregel
Kettenregel
Hxy= x" ()= m.x? J
\ - ) n-4 \ _ n-
F'ixY= n-x )z nom.x™? £(x) = u(v(x\]
Summenregel U0 = w () - v (X)
¥(*\= xn + x™m SC'ISPiQQ:
DA el G e . - i
(x\= n-x M- x e_V” (). e 1_ox I
1.
Produktregel £ =T (aw=a)
vf.e"—Zx
Fl) = ulx) - vilx) (W™ £0x\- 3(ex=3%)" vi=e¥-3
T AT A I AR A €3 £100= 6(eX-3x) - (ex-3)
v= e* _4
Beispiel:  f(x\= x* - >* (G $0) = tn(ex=a) o ox
V' (<) £(x) = eX
v (x) eX -4
V= ezx
V\: 3 Q3x

Krimmungsverhalten von Funktionen (2.Ableitung)

Bezug zur Monotonie:

Rechnerische Bestimmung:
- Nullstellen von " bestimmen
- x-Werte der NS in " einsetzen und nach VZ schauen

Y RK (x>0 (x) < 0
RN ! l
'S / | A f' wachst streng f" nimmt streng
| \l B(%o) : :\ monoton monoton ab
I | LK | | l
5 ; i = : i « Graph von f ist Graph von f ist
| | | 0 | | linksgekrammt rechtsgekrimmt
| | | | I
| | | I
! | | ! '
vy ! | | i I Merke:
| | I ' | ’ .. () > 0 positiv
| | | ' ' , ®
| | Py | {"()(\: 1 x  linksgekriimmt
] / PO, |
i /i re ! I Y| : f"(x\ < 0 negotiv
0 | | Xo I x x  rechtsgekriimmt é
|
| |
| :
' !
|
|




Extremstellen Wendestellen
Wendestelle = Graph von f geht geht von LK in RK Giber
1. Notwendige Bedingung: £'(x)= 0 (oder umgekehrt)
= Nullstellen von §' bestimmen
2.Hinreichende Bedingung: £'(x\= 0 A £'(x\# 0
= NMullstellen x in $"(x)

1. Notwendige Bedingung: $" (x)= 0
— Nullilelten von " bestimmen

2. Hinreichende Bedingung: £*(x\=0 A £“(x\# 0
P'x)=0 A £°(x\ < 0 Ulokales Maximum WP — Nullstellen x "

£00)=0 a £ (x) > 0 (lokales Minimaum TP f*x0=0 A ™) ¢ 0

WK 2u RK
3.y-Koordinate'bestimmen WP/ TP (x /¢(x\)

£0\=0 A (V>0 RKzu LK

£°(x\=0 A £ ()= 0, dann VW Ubupriten
= wenn V2w, dann  Wendestelle

3. y-Koordinate

Randextrema tiberpriifen!

Wendetangente

1.Ansatzz  y= m-x+ n

2.m=f(x) >wennW(1/3) gegeben ist, dann ist m = f(1) > x-Wert in Ableitung einsetzen
3. Punkt und m in die Gleichung einsetzen, um n zu bestimmen

4. Funktionsgleichung der Tangente angeben

Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Maximaler Flacheninhalt Rechteck

b

Wie sind a und b zu wahlen, damit der Flacheninhalt maximal wird? Umfang: 16m
)

1. Was soll maximal oder minimal werden? Beschreiben der
ZielgroBe, die external werden soll, durch eine Formel.
Diese kann mehrere Variablen enthalten.

2. Nebenbedingung? Aufsuchen von
Nebenbedingungen, die Abhéngigkeiten
zwischen den Variablen enthalten.

= Flacheninhall solt maximal werden

Umfang qegeben, Formel: U< 2a + 2b
HB (Hauplbedingung)  Alap) = o -b

> NBR: 2m+ 2b = 46 - oa=8-b
3. Bestimmen der Zielfunktion, die nur noch von einer Variable

abhangt (welche Variable zweckmaBig ist, zeigt oft erst die
Bearbeitung), Angeben des Definitionsbereichs der Zielfunktion.

(NB in HB) Apy= a-b a- 8-b
A(b) = (8-b)-b = -b?+ 8b — 2ZF (Zieltfunktion)

4. Extremwerte und gesuchte Werte ermitteln:
Untersuchen der Zielfunktion auf Extremwerte,
Beachtung der Rénder des D, Formulieren des Ergebnisses.

Extremstellen  bestimmen, Max fiir b=Y A azy

= A moaximal fir acY4m und bz Um (46m")

Beispiel mit Punkt P(u/v)

Min W8 4. u.(-Fureud
fx\= -%ﬂ* y,S W A=% - u.-f NB Afu)s 3 -u-flu)  2F Alu)e -5 ud+ 225
Ya
Plulv] Extremwerte ermitteln:  Ergebnis:  Max fur us3 (NS) und
i}" v= 4,5 — P(31y,5)
ol ) A= L. u. fti=F-32-45 = 635




Ganzrationale Funktionen bestimmen
- Steckbriefaufgaben

1. Ansatz zur Bestimmung einer ganzrationalen Funktion (>Grad der Funktion)

1. Grades: f(x\= ox? + bx +¢C 3. Grades '  $(x\= ax3+ bx? ¢ ex + d usw.
£'(x\= 2ax + b P = 3ax? + 2bx +¢
M (x)= la f"(x) = bax + 2b

2.Bedingungen aus gegebenen Informationen ermitteln (Anzahl der Unbekannten = Anzahl der notwendigen Bedingungen)
Bsp. : Informationen : 2.Grod, S(412) , 0(o[0)
> Scheitelpunkt: m an der Stlle 4 st 0

$(412) - N = 2 £ =0
0(o/0) - f(ar=0

3. Aufstellen eines LGS zur Berechnung der Parameter (mit z.B. Additionsverfahren [6sen)

oy =0 0= a-0*+ b-0 +«¢ | £(4) =2 2= a-4*+b.1 ' =0 0 = 2-a -4 +5b
= 0= ¢ 2 = a+b 0= 20+b

I 2=a4+b T-1I o in T &fiirb Funktion: (2= -2x2 + by

I 0= 2w +b -2 =@ 2= (-2 +b — U4=pb

Merkes HP und TP miissen am Ende Giberpriift werden, um herauszufinden, ob es eine Funktion mit den genannten
Eigenschaften gibt

Bsp.: qewonnene Funkbion:  f(x\= % x3 - % x + 05 (angegeben ware @ H(-412)
t‘(a(\: %—x"‘ - -3'—
ANEAEIE TN Priife auf Hochpunkt:
! P <0 = W

MIEFke bei Punktsymmetrie: alle Parameter mit geradem Exponenten streichen xS + k& + cx¥ + det 4 ex + 4
bei Achsensymmetrie: alle Parameter mit ungeradem Exponenten streichen e + bx3+ ex® + dx + ¢

Bedingungen

gehtdurch den Punkt P(2/7)  §(2) =3

schneidet die y-Achse bei 5 £(01= §

schneidet die x-Achse bei3  §(31= 0

gehtdurch den Ursprung ~ £(o1= 0

hatan der Stelle x=4 einen Extrempunkt ~ £'(4\ = 0

hatim PunktT/HeinenTP/H ~ $(n =3  §'(41=0

beriihrt die x-Achse an der Stellex=2 ~ {f2V=0 '(0-0

hatan der Stelle x=1 einen Wendepunkt " (0 = 0

hat einen Wendepunkt auf dery-Achse  4*(01= 0

hatim Punkt P(2/4) einen Sattelpunkt ~ fr21=4 (=0 £*(11 =0

hat an der Stelle x=3 eine Tangente mit der Steigung8 ~ £'(3) = 8
hat bei x=4 eine Wendestelle, ihre Wendetangente hat die Steigung4  £'(2Y=0  {'(2) =y




Funktionen mit Parametern - Funktionenschar

Enthalt ein Funktionsterm auBer der Variablen x noch einen Parameter a, so gehdrt zu jedem a eine Funktion fu, die jedem x
den Funktionswert fa(x) zuordnet. Die Funktionen f, bilden eine Funktionenschar.

Funktionenscharen untersuchen

Die Koordinaten der charakteristischen Punkte des Graphen einer Funktionenschar hangen haufig von dem Parameter ab.
Fiir die Berechnung der Punkte werden die Parameter der Funktion wie eine Zahl behandelt.

Aufzeigen, dass alle durch den selben Punkt verlaufen
Bsp.: fo(x)= x?-2ax + 8a - 46 T.x-Wertdes gegebenen Punktes in Funktionenschar einsetzen
S(ulo) fali) = (4)* -2 - 4 + a - 46 = D
2.interpretieren: wenn f (x) = y-Wert des gegebenen Punktes ist, dann laufen alle durch den Punkt

Extrempunkte bestimmen Vorgehen wie bei normaler Extrempunktbestimmung ohne weiteren Parameter

falx)= %2+ ax+ Y Notw. Bed.: £'(x)-0 Hine. Bed.: $5'(x1e0 A £u*(x) 20 y-Werk: .
a
Fa'(x\= 2x + @ 0= 2%+ ot f"(-3)V= 12 <co0 TP -3 -5+ y
a a al
fa" (1= 2 -7 = X —TP(-3 | -7 +u)
Fiir welchen Wert von a liegt der Extrempunkt auf der x-Achse? y-Wert des Extrempunktes = 0 setzen, nach a auflésen
1

0= —3,,,' +4 sa=4 v a= -y Fur o= -4 oder o=y liegt der Extrempunkt aut der x-Achse

Ableitung und Steigung an einer Stelle

1.Ableiten 2. Steigung an der Stelle x=0 3. Fir welchen Wert von a die Steigung 17 f4 (01 = 4
al(x)= ax3 - 3ax fa' (0)z 30-0% - 3a -30 = 1
o' (X = 3ax? - 3a = - 3a o= -ﬂi

Schnittpunkt mit der x-Achse
1. Nullstellenbestimmung: ~ £4 (x1= 0 2.yWert: %o in Fal(x)

Fur welchen Wert von a liegt der Extrempunkt auf der y-Achse?

Bsp: H( 32—" / ’:1 -ba+ Y) 1. x-Wert des Extrempunktes = 0 setzen, nach Parameter a auflosen 0= -3;_! ~a=0
Ortskurve
Durchlauft der Parameter a alle zugelassen Werte, so liegen alle Tiefpunkte (oder andere charakteristischen Punkte) auf einer
Kurve. Diese Kurve heiBt Ortskurve oder Ortslinie
Beispiel: Fir die Tiefpunkte der Graphen von f mit £4(x\= -:T x3-x? 1.x-Koordinate des TP nach Parameter
(mita>0)gilt T, (2 [ - % a?). umformen
x =2 6 5
= ol — =7
s /134/1?2} f
5 X
T ” 2. Einsetzen des Terms in y-Koordinate des TP
* B ';‘ in y= - % al
V]
n N A
9
g(x\=- % x? Antwort: Alle Tiefpunkte liegen auf dem Graphen der Funktion g mit
T3

g(A)= -5 xt




Rekonstruieren einer Grofe Integral

Wenn die Funktion f die Anderung einer GriBe (z.B. in Abhéngigkeit von der Zeit oder dem b
Ort)in einem Intervall [a; b] beschreibt, ldsst sich die orientierte Flache zwischen dem I £« dx
Graphen von f und der x-Achse als Gesamtanderung der GréBe zwischen a und b deuten. a

Ober-und Untersumme  Bupict: 0y wd Uy von Hx)= & im TL0;1]

Obersumme Untersumme

y1 / Yyt

_/ - >
0 A A 3 2 X 0 2 A 3 2 X
2 1 2 2 2 1 )

1. Intervallgrenze (hier 2) : Anzahl der gefragten Teile (hier 4) = Abstand (hier 1/2)
2. Berechnung: Abstand Rechtecke (hier 1/2) x Stellen in f(x) eingesetzt (fiir alle addieren)

Obersumme: hintere Intervallgrenze, vordere nicht Untersumme: vordere Intervallgrenze, hintere nicht
0= 5- (9«5 3+ §- (504 2 Ug=d- (o e - (B s 4. (3. 2. (3
- 15 = ¢5 = 3 < 1,1
y Y
Y

- exakter Wert liegt zwischen Ober- und Untersumme
-je mehr Rechtecke (Og, O, ...), desto genauer ist das Ergebnis

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

F(b) - F(a)

b b
IHA dx = [F(x\]u
ol

Orientierten und absoluten Flacheninhalt berechnen

Orientierter Flacheninhalt Absoluter Flacheninhalt
> wird dann negativ gezahlt, wenn er unterhalb

der x-Achse liegt "
3 FE 0= 4% (x4 2) - (x-4)
M R = Ax3 ¢ 42xT - Wx
1 4
/'). 4 SFE X
1. Nullstellen bestimmen: f(x) =0 0% - (x+2) - (x- 1) S (W] aeD wpe-2 xzed

Ay + Aq

4

[teade - 27 (re 0 1

A ] - | Secade ] [Sterael = 1321+ 1-51« 32 red
=1




Stammfunktionen Potenzregeln

A *n = X-n
n+
FO = - o - x a"  fo\P
o™ b= (- b)" Iy (b a ™M gt ™
flx\ = ax"
. n-41 a” n-m
(V= a-n- x am = O
,J_'
a 4., 2z 1
fx)= VX = x7? - F(x) = A VR S
™
"\’ 1 n 1 2'4-4
‘F(K\= xm = Xn - F(x\: -,:\_+4 . *l"\
(2

Integral und Flacheninhalt - Flacheninhalt zwischen zwei

Funktionen Y /
/[ 1. Schnittstellen berechnen
om Beispiel von f(x)=x? \‘/ - ) = g(x)
und q(x\: -x? ¢ lx | "% Xt e Ux =% 5 y4:0 A =2
2. Differenzfunktion d(x) bilden 3.davon die Stammfunktion Ll.lntegral berechnen (Grenzen sind Schnittstellen)
d(x) = g(x\ - £(X) D(x\= -E X3+ Lx? J’(-‘Zx‘-wﬂ dx = [-’5’ x"+'lx"]: = -g'

dl(x)= -2x% + Yy

Wenn das Ergebnis negativ ist, hat man die GroBen vertauscht und schreibt das Ergebnis in der Antwort einfach ohne Minus

Integralfunktionen Unbegrenzte Flachen- |, .. ’]M "
x Uneigentliche Integrale :
Jul) = Fewdt
* 1. Integralmltzfurfehlende Grenze berechnen
= Integralfunktion § zur unteren Bsp.: AlR): I( yx®) dx = [').x"] < (2607 - (2270 228
Grl‘"u “ 2. Grenzwert iiberpriifen
= J'ulx) = f(x b « afe1z Q- 22-2= 1 Oim = Al2)s (-6- VT Ve [6) = -
— jede Inteqratfunktion Ju it eine T2 -0 2200
Sftammiunktion von ¢
Zahl z bestimmen zur Gleichung ;. ¢ 2 Mittelwert
Aufgabe Bestimmen Sie die positive Zahl z, sodass die Gleichung efiilltist & ¢ . =
Txde 48 - o]y = (05.20) - (05 0%) « 48— 4o -3 fcmax
Integral und Rauminhalt - Rotationskorper
Gegeben ist eine Funktion f auf dem Intervall [a; b]. Rotiert Sein Volumen betragt:

die Flache unter dem Graphen von f iber [a; b] um die x- b

u ‘l’ *7X Achse, so entsteht ein Rotationskdrper / Drehkérper
: , : V-7 J e
\)\U ! I ()" de




Exponentialfunktionen

Wahrend bei ganzrationalen Funktionen die Variable x immer als Basis auftritt, steht die Variablex bei Exponentialfunktionen
im Exponenten. _ _ & = 2-3%

Exponentialfunktionen spielen bei der Beschreibung von \Wachstumsprozessen eine wichtige Rolle.

Exponentielle Zunahme und exponentielle Abnahme

Wenn sich bei einem Wachstumsvorgang ein Bestand in gleichen Zeitspannen immer um denselben Faktor a andert, liegt
exponentielles Wachstum vor.

Exponentielle Zunahme (a>1) Exponentielle Abnahme (0<a<1)
> streng monoton steigende Funktion > streng monoton abnehmende Funktion
Eine Bakterienkultur mit anfangs 50 Mio. Bakterien Eine Bakterienkultur mit anfangs 50 Mio. Bakterien
wachst stiindlich um 80% verringert sich stiindlich um 40%
Wachstumsfaktora =1+ p Wachstumsfaktora=1-p
= 4007 + 80/ = 4807 = 4,8 ax 400/ - 4O/ = 60/ = 0,6
Anfangsbestand f(0) = 50 Anfangsbestand g(0) =50
f() = 50. 48" g(x\ = 50- 0,6*
-4 .3 qleiche  Summanden
/\/—§\4 4 +1
/4\‘/\ /4\3
x(mmI-4IoI?I4lz x(imnh | -4 o | £ 4]
£(x) in Miol= 28 | 50 I= 41 | 30 | 162 £(x) in Mio.|’= 8 | 50 |s 4?2 | 30 | 18
gleiche Fakioren \43/‘\;8/ \/‘
s ' 0,4
g 8 T 48% y )
400 4o \c()(\'- 50 - 0,6
20 Px)= 50 4,8 20
- g T T ” x - 0 p 7 > x
Wachstumsfaktor bestimmen
zwei Bestande kennen P(0150) 0 (3/40,8) S0- o = 40,8 o= 0,6
= ¢ a” ¢% Anfangsbestand a? Wachstumstaktor —= Ix\:= 50- 06"
Eigenschaften der Modellfunktion aufstellen
. . k-
Exponentialfunktion M)z yq o e
- keine Nullstellen, verlauft 1. Wachstumsfaktor bestimmen
oberhalb der x-Achse ! 2.Punkte in ya- ek, y, einsetzen
- Graph durch Punkt (0/c) .
-fiir sehr groBe x-Werte (a<1) > i
oder sehr kleine (a>1) ndhern 3.nach k auflosen
sich die Funktionswerte der =+ 1 4. einsetzen in Ansatz
x-Achse an (asymptotisch)




Logarithmus

Die Losung einer Exponentialgleichung a* = b (a, b > 0) bezeichnet man als log (b) (sprich: Logarithmus von b zur Basis a).
Der log,(b) ist diejenige Zahl, mit der man a potenzieren muss, um b zu erhalten.

a* = b | x gesucht
logo (b) = X
Bedingungen Logarithmusgesetze
1.a>0 2.a#1 3b>0 log o (b-b) = logy (b) + logg (b)
log , (¥)- log o (u) - log, (v)
TR open crmian RGO oo G
nichts negatives (’°g o (’\/‘T\ = v ["Qu (u)

ergeben kann

Die naturliche Exponentialfunktion und ihre Ableitung

Fiir die Ableitung von Exponentialfunktionen vom Typ f(x) = a*(a>0) gilt: f'(x) = f'(0) - a .Es gibt eine Basis €#2,71828, fiir
die die Exponentialfunktion mit f(x) = e* exakt mit ihrer Ableitungsfunktion tbereinstimmt. Diese Zahl e heiBt Euler'scheZahl.
Die zugehdrige Exponentialfunktion f mit f(x)’="e* heift natiirliche Exponentialfunktion. Fir f(x)="e* gilt f(x)="ex.
AuBerdem ist F mit F(x)="€® eine Stammfunktion von f.

Naturlicher Logarithmus - Ableiten und Aufleiten von
Exponentialfunktionen

Fiir eine positive Zahl b heiBt die Losung x der Exponentialfunktion @*=b der natiirliche Logarithmusvon'b. Man schreibt
=1 (b). Es gilt et (® = b und ¢ (es)=c.

1 . A 4
F(K\ = Qn (u1 . e?n(u) X - 'n(a\ ) a,( F;K\= X - ekK
Hx) = o = o™ e o Hx) = eKk*
| l
P = tnla) - e = gn(a) - a¥ Pex) = k- ek
Ableiten von e GraphIn(x) ’
£0x) £ 0x) Stammfunktion mit e
QX ex #(x) E(x) °| / Nuio) x
'2(‘ LeX e X eX
40+ 3¢ JeX 9 e* L _
o Ix 9. ¢ o 3% 4. o Beispiele o)X
"-0'(‘; 3xt- 7.02)‘3 2x+3¢4°x x'l+$6 -3("; f(x) = 0,25’( = e
Lx + l-q# 2+ (~1’Lx‘l\ . (,J“; £ ("\ =l (0:15\ - 0,25 X
A
foxts et | 2004 gx . 9% F'O0 = ntons) 025"
fixy= 8"
Wichtig £1(x\ = In(8) - 8%

(/) =0 n(e\=1 [ tn(2.8)=4 fogl(ﬂ=(n(4\= 0=« F(x) = l_r\"m . g*




Beschranktes Wachstum Ein Bestand betragt anfangs 2, nach
einem Zeitschritt 5 und wéchst begrenzt
gegen die Schranke S=10

Funktionsdarstellung:  $(x) = S - ¢+ a* = § - e** mit k= tn(a)

(0<aca1 b ke<0) Ansatz: £(x) = AD- ¢ . &**

Esgilt ¢= $- £(0) Aus H(01=2 folgt: c=40-2:8
Aus £(N =5 folgt: 40-8ck =5,

Beschrénktes Wachstum mit der Schranke S liegt vor, wenn die Differenzen also ke« tn(0,625) = -o0u7

zwischen einer Schranke S und dem Bestand zum Zeitpunkt t exponentiell Funktionsdarstellung -

abnehmen. -0t x

f(x)= 10- 8. e

Logarithmusfunktion und Umkehrfunktion

7 F(x) = e X Eine Funktion f heiBt umkehrbar, wenn es zu
4 Y= x jedemy aus der Wertemenge von f genau ein x
] aus der Definitionsmenge von f mit f(x)=y gibt.
3 Die Umkehrfunktion der nattirlichen Exponentialfunktion f
A(1/e) mitf(x)="e* heiBtnatiirliche Logarithmusfunktion'ln mit
2 T = ) R e

F(x)= Un(x) £(x) = 0n (x)

1
_/ Alel4) O = X £(x) = 4,[

1 1 1 3 4 § Allgemein lasst sich die Umkehrbarkeit einer Funktion f

1. daran erkennen, dass jede Parallele zur x-Achse den
Graphen von f hdchstens einmal schneidet. Dies ist
sicher der Fall, wenn f streng monoton wachsend oder
~1 fallend ist.

Fiir die Definitionsmenge D und die Wertemenge W der natiirlichen Logarithmusfunktion gilt: ~ #(x\= e* FX = (k)
Dy =R Dr= R
Wy = RY W= R

Streckung/Stauchung, Spiegelung und Verschiebung

Spiegelung Verschiebung Streckung / Stauchung

Y Y/\ Yl\
Fx= e* Hx)= e*
f(x)= e

_/"' T —

bS8
¥

b .S
v

R




Exponentialfunktionen im Sachzusammenhang

ExponentiellesWachstum bzw. exponentielle Abnahme liegt vor, wenn ein Bestand von einem Zeitschritt zum nachsten um den
gleichen Wachstumsfaktora zu- bzw. abnimmt. Den Bestand zum Zeitpunkt t kann man dann mithilfe einer Funktion f mit
SIEV= $r0y = at bestimmen. Mit k=|n(a)(‘;iltauch £6)= o). e

Die Ableitung ' mit £*(V="troV k=g * beschreibt die Wachstumsgeschwindigkeit des Bestandes zum Zeitpunkt t.

Verdopplungs- und Halbwertszeit

Man nennt die Zeit, in der sich der Anfangsbestand verdoppelt bzw. halbiert Verdopplungszeit Ty bzw. Halbwertszeit T, .

tn (2) tn (1)
Verdopplungszeit: T, = nk Halbwertszeit: T, = nkz k & Wachstumstaktor

Bei jedem beliebigen Bestand: Verdoppeln:  £(x + Ty)= §(x)-2 Halbieren: §(x + T,) = $(x)- 3

Neue Funktionen aus alten Funktionen - Summe,
Produkt, Verkettung

Gegeben sind die Funktionen u (> duBere Funktion) und v (> innere Funktion). In der Funktion u wird die Variable x durch den
Term v(x) ersetzt. Die entstandene neue Funktion nennt man Verkettung von u und v und schreibt u s v mit (usv)(x)=u(v(x)).

Beispiel:  u(x) = eX Vi) = 2x+4  —  ulv(x= et

Zusammengesetzte Funktionen im Sachzusammenhang

‘enn eine dreimal differenzierbare Funktion f die Wachstumsgeschwindigkeit einer Pflanze in
“m/Woche nach t Wochen beschreibt (vgl. Fig. 1), so ergeben sich z.B. folgende Zusammenhange:

Frage im Sachzusammenhang | Frage bei der Funktionsuntersuchung | Mogliche Rechenverfahren

Wann wachst die Pflanze nicht? | Wo hat die Funktion f Nullstellen? Losen der Gleichung f(x) = 0.
Wann ist die Wachstums- Wo erreicht die Funktion f ihr Maxi- Bestimmen von Hochpunkten;
geschwindigkeit am groften? | mum? Verhalten von f an den Definitions-

randern berticksichtigen.

Wann nimmt die Wachstums- | Wo erreicht die Ableitung von f ihr Bestimmen der Wendepunkte von
geschwindigkeit am stérksten | Minimum? f; Verhalten von " an den Defini-
ab? tionsrdndern bertcksichtigen.

Wie viel ist die Pflanze inden | Welchen orientierten Flacheninhalt Berechnung des Integrals:
ersten vier Wochen gewachsen?| schlie8t der Graph von f mit der H

x-Achse im Intervall [0; 4] ein? b[ f()de
Wie hoch ist die durchschnittli- | Welchen Mittelwert hat die Funktion Berechnung des Mittelwertes der
che Wachstumsgeschwindigkeit| fim Intervall [0; 4]? Funktion mithilfe des Integrals:
innerhalb der ersten vier Wo- . 4
chen? 4To-!f(t) dt
Eigenschaften von Funktionen Extrempunkte

Eigenschaft + Rechenverfahren [0 PPG#0 od. vaw §°

Nullstellen Symmetrie zum Ursprung Graph ist linksgekrimmt ~ Wendepunkte
f(x\=0 oy = -p(x) fr >0 a0 £"(0¢ 0 od. VAW ™
Symmetrie zur y-Achse Monotonie Graph ist rechtsgekriimmt ~ Flacheninhalt

£x) = 0 £ >0 od. lx\e (x) <0 A feeadx




Untersuchung von zusammengesetzten
Exponentialfunktionen

Schaut man sich das Verhalten von Exponentialfunktionen des Graphen fiir x - ¢ o0 an, so kdnnen folgende Félle eintreten:

I\\/ AY
flx)< X £lx\= 14+ X /
A e
\/=0 ¥ :)( X
£\ = ¢ nahert sich £\« 4 + e*  nohert

Pir x> 00 de x-Achse

mmer mehr an

sich fir x> 00 der
Geraden mit  des
Gleichunq y=1 immes

MY

=X
Y X

f= x + ¢ nuhert
sich fur x->00 der
Geraden mit  der
Glichung y=x immes

Pd=x+ e™*

mehr on mehr  an
Eine Gerade, der sich der Graph immer stérker ,anschmiegt’, heiBt Asymptote

Fir x= oo dominiert e¥ (iber x"™

Allgemein gilt: ~ Fir %= gt fir n€ N : % = AN e > 0 und  x"-e* > 00
‘f\
Fir ®=0=po qilt fir geade memwN :  x"-eX = 0 und  ex = x"-eX a0
*n
Fir X==o0 gl fir Gngermde R EN: x".e* 20 und Tex =xN-e s -

Untersuchung von zusammengesetzten
Logarithmusfunktionen

Fiir =90 und x=+0 dominiert x™ Uberden In(x)

0n (%)
Allgemein gilt:  Fir x-= 0 gt fir neEwWN, n24: x" - tn(x) > 0 und Kn* > -®
Fir x- 00 qilt fir neEWN, n21: X" ln(x) » w und _Q:_r(%-’ 0
Verhalten von e-Funktionen
fir x = o0 : ¥ >0 fir x> -0 e >

fir x>0 : e* 5 © fur x= -0 :




Geomehie (Uektoren)

3-D-Koordinatensystem Ebenen und Punkte
X3

Xq - X3 - Ebene /
Koordinate \

7(3 N

Xaq
]
X4
Xq
Punkle owf oler X4-Achse mil P(psl0/0) Punkte in der x4-%7-Ebene mit P(p4lp, [ 0)
Punkte auf oer xq- Achse mit P(0/pa (0) Punkte in der xa-xz- Ebene mit P(0/pa /ps)
Punkte auf oler x3- Achse mit P(0/0/ p3) Runkte in der x4- x5-Ebene mit P(pa/0/p3)

Vektoren als Verschiebung Koordinaten eines Vektors

von Punkten bestimmen
Verschiebungen im Koordinatensystem konnen durch Die Koordinaten eines Vektors AB kann man aus den
Vektoren beschrieben werden. Koordinaten der Punkte A (o4 lwz Juz) und B (balbq/bs)

(z bestimmen.
Beispiel: Der Vektor ol = 3) gibtan, dass man den

— ba - o4
Zielpunkt erreicht, indem man vom Ausgangspunkt 2 Esgilt: AB = ( b2 - o,
Einheiten in Richtung der x4 -Achse und 3 Einheiten in
Richtung der x4 -Achse geht

3I- g

X2

GEERE Ortsvektor

[ 4]
Der Vektor OP = (:: ) dervom Ursprung zu einem Punkt
P(palp2lp3) geht, heiBt Orstvektor von P.

— (3
Beispiel: Punkt A (312/3) — 0A=(§)

Gegenvektor

Ein Vektor, der die umgekehrte Verschiebung vom Zielpunkt zum Ausgangspunkt beschreibt, d.h. zwar gleich lang, aber in die
entgegengesetzte Richtung orientiert ist, nennt man Gegenvektor.

— b1 - o4 — - o4 - by
Esgilt: Gegenvektor zu AB=(\‘:":::) st -AB- BA = (:;:::)

Beispiel: Gcgmw.l:lor W U= (ﬂ st -9 = -(‘;\ = (:ﬂ




Lange einer Strecke / Betrag eines Vektors

In der Geometrie bezeichnet man die Lange eines Pfeils, der den Vektor @ reprasentiert, als Betrag des Vektors a. Fiir den
Betrag eines Vektors 7 schreibt man | 3.

Fir E=(g§) git: 1= Viad* ¢ (an)*+ (u;)‘l

Der Abstand zweier Punkte ist gleich dem Betrag des Vektors AB.

— —_— | b‘l-ﬂd)l 1
Esgilt: AB= |ABl = [{B=8)] =4 (ba-ans (by-oa)? ¢ (by- as)?

Rechnen mit Vektoren

Addition Multiplikation
Wenn man zwei Verschiebungen hintereinander durchfihrt, Fiihrt man dieselbe Verschiebung entlang des Vektors 3 r-
ergibt sich wieder eine neue Verschiebung. Den zugehdrigen fach hintereinander durch, so ergibt sich der Vektor der
Vektor erhdlt man durch Addition der beiden Verschiebungen. daraus resultierenden Verschiebung T aus der
X2 Multiplikation der Anzahl r mit dem Vektor 3. Diese

Beispiel: Y] - (1) Multiplikation wird als Skalarmultiplikation bezeichnet.

PR. P4 + OR

[r(3) a . 2 A
S0 Kﬁ” ) sl (). (5R)
0 ' ' ' LE e -
U 3.8 S~ AB-deen:3-3-3-(1)-(3)

Substraktion

Die Subtraktion entspricht der Addition seines Gegenvektors,d.h.:  B-a = b+ (-3) ode AB- D= AB~DC

Rechengesetze

Fiir die Addition der Vektoren3, b und Cgelten:

Kommutativgsetz Assoziativgesetz

a+;= b+ (E+T;]+‘c'= ﬁ+(-l;+?)

Fiir die Multiplikation von reellen Zahlen r und s mit den Vektoren 3 und b gelten:

Assoziativgesetz Distributivgesetz
(¢.s)- & = r-(s-73) (. (3+%) - r.® + r-b

Mittelpunkt einer Strecke bestimmen
M der Slrecke PO eit P(2/5) und Q(413)

DRI

m: O_P,-P

(8)+

. PQ oder Mitbelwert  Woordinaten

1) - Meg (B2 32) s (5U55) ug(314)

—
Lw
—_—




Kollinearitat

Einen Ausdruck wie r-@ ¢ s- b « .7 nennt man Linearkombination der Vektoren3, b und €. Die Zahlen 1, s und t heiBen

Koeffizienten. Wenn zwei Vektoren Viglfache voneinander sind, dann heiBen sie kollingar. Die zugehdrigen Pfeile sind parallel
zueinander.

So sind z.B. die Vektoren & = ( ) b - 40) kollinear, weil 1- o = b gilt.

3 Y - 46
Beispiel:  @= (5) ( a- (?] b= ( ,)
Fir = ﬁ l-¢
- g 4
0= N- b £ if -y
46
(a= 4? ";] — kollinear 8= - (;\- A (15)
r und s so bestimmen, dass AB und BC kollinear sind
Aufgabe: Bestimmen Sie r und sso,dassEB und BC kollinear sind. A(2141%) B(31415) c(5lrls)
) k3
x. (~'ﬂ = (';'.‘é)
Xx-4=2 13- -y T (0= s-5
X3 =r-Yy 1{' = r y = g
*-(-N= s-5

= C(515.5/u)

Losung fur r und s bestimmen

Gleichungssystem  aufstellen :

\ Additionsverfoubren: L - 3-1
( )4' S 01)= (‘3) I r-05+ s-3 = -4 -3,2s=0
L ¢ 45+s-(-02)= -3 s=0
in 1 ednsatzen:
r'0,5*0'3f—-4 - r= -1
Eigenschaften bei Figuren
Figur Eigenschaften der Figur Mathematischer Ansatz
Gleichschenkliges Dreieck ¢ Zwei Seiten des Dreiecks sind gleich lang. |22l = I8¢
b a
A ¢ B
Gleichseitiges Dreieck ¢ Alle Seiten des Dreiecks sind gleich lang. |agl = 8¢l - IAcl

biia
A ¢ B

Rechtwinkliges Dreieck Ein Dreieck ist rechtwinklig, wenn in dem

Dreieck der Satz des Phythagoras gilt.

121+ 121t Isl?
lagl® » I8cl*- 1ACI®

B o ¢
Parallelogramm ¢ ¢ | Jeweilszwei gegeniiberliegende Seiten eines
D Vierecks sind parallel zueinander.
b
A a 8

AB=DL wd AD-BC




Geraden

Jede Gerade lasst sich durch eine Gleichung der Form X = Per-d (¢ € IR) beschreiben.

Der Vektor Bl heiBt Stiitzvektor. Er ist der OFtsVektor zu einem Punkt P, der auf der Geraden g liegt. Der Vektor U heiBt
Richtungsvektor.

— L - 4 - -
Beispiel:  Gerade q; A(313/6); B(uIS]4) 0A = (7) AB = '.'é) - also: X=0A+ . AB
3 1
q:—)z= (2\ + S(:})
i (3) + ¢ (3)
Zeichnen  Geode g mit g: %= 3/ + 5 1§ /
-3
4 «
Vorgehen: 7t

1.vom Ursprung aus einen Pfeil des Stiitzvektors zeichnen
2.vom Endpunkt von diesem Pfeil den Richtungsvektor zeichnen
3. Gerade g durch Richtungsvektor zeichnen

-1 JoA 1 3

Punktprobe > liegt der Punkt auf der Geraden?
s et g DB T < et () (e 0 6)

Y3+ 5.4 S=%+ s.(-2) 4 =« 6+ ¢ (-5\ | nach s aublssen
1=5 1= s 1 s

=7 Punkt Qicq’c aul  der Guadzn, da  immer s=4

Gegenseitige Lage von Geraden
Parallel'bzw.identisch  Sind die Geraden g:%- (3\| i ( ) und h:X= ( ) (:’:) parallel zueinander?
1. Untersuchung der Richtungsvektoren

x-(}{\= (‘,‘) - x=-3

= parallel, wail 3. (3)- (:’:) ist

2.1GS
3 s
qg:% + Stitzvekkor von (4) e () - (3)
4+1.3:5 » {=§§ 4+ 4. -\ 3 = L= 6 0+4+.2 =4 = t=2 = unteschiedlich, db. parallel

Schneidend bzw. windschief
3 3 4 4
Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g:% = (~})+ r (}} und h:x= (::) te. {;)

1. Untersuchung der Richtungsvektoren
3 1 (ﬂ ; (1) . .
X-(}\ = (ﬂ = (3] kin Vielaches von \ 2] = schneidend oder windschief

2.Gleichsetzenvongundh (-3} « r - ('i):(*:‘) R (’D 3.ringundtin heinsetzen

T Fe2=lrs cas: sobve (L1, m.mb, v s) e e 4 (1) (3) = sp(s1-514)
OM-243c=-b+s = rz-1 A se4

IL 2+r =2-44+17s




Gegenseitige Lage von Geraden

Ubersicht zum Vorgehen
Vorgehen bei der Bestimmung, wie zwei Geraden g:X = @ + r-% und h:R< § + 5.3 zueinanderliegen:

Sind die Richtungsvektoren U
und Vzueinander parallel?

Ja Nein
parallel oder identisch? schneidend oder windschief?

Hat die Gleichung q:X = Stitavektor von kiR Hat die Gleichung B+ ¢- U= g+ s-V
gleiche Losungen? eine Losung?
Ja/ \Nein Ja/ \Nein
identisch parallel schneidend windschief

Zueinander orthogonale Vektoren - Skalarprodukt

-y

b
- 0q ba
Skalarprodukt: @ - b = (uJ . (51\ = o, -ba + oq - by orthogonal = senkrecht zueinander 3?_|_
- — _ L] - b
bl.” Es gilt: Zwei Vektoren o < ( :?;) und b« (‘;’,) sind genau dann zueinander orthogonal, wenn gilt:
o R
u-b=0 (04-54* oq - by + u;-bz=0\

Orthogonalitat bei Geraden nachprufen
Es gilt: Zwei sich schneidende Geraden sind dann orthogonal, wenn ihre Richtungsvektoren orthogonal sind

v (e () e ) )

CAS: do’(?([ﬁ].‘_g]) =0 menu F e 3

(3)-(s)
P13 s F02v 49440 = 1494 = D = orkhogonal

Geradengleichung bestimmen . .
Aufgabe: Gleichung der Geraden h angeben, die die Gerade g orthogonal schneidet g:¥- ( ﬂ) v ('%‘)

Orlsvekbor aus g hx = (-ﬂ t s (?\

Winkel zwischen Vektoren - Skalarprodukt

Y -wenn der Winkel gréBer als 90° oder das Skalarprodukt negativ ist, dann gilt: cos (480° - &)

cos (&) = {z1m1 - wenn das Skalarprodukt = 0 ist, dann betrégt der Winkel 90" (orthogonal)




Geometrische Objekte und Situationen im Raum

Spieglung eines Punktes an einem Punkt QLI PLLUN Y

P(11-212) an Q(3141-4) spiegeln

—

QP'= OP » 2- PQ

Schattenpunkt bestimmen

y
Spitze S(1015]42) Sonnenstrablen ous Richtung mit Vektor V = ( 1)

-5 Xa- xa - Ebene (Boden) - ¢,-0

u?

g7 (&) o (3) ao: (5)- (8) + 0 (3)

- =8y o eintetzen

§' (40 8-y [ S+8,u-21 0) = $'(u43,6/ M 8/ 0)

Ebenen im Raum - Parameterform

Parametergleichung einer Ebene: Punktprobe Liegt P(71418) in Ebene?
X = Ber- U+ s .V

B2 (3) o (3)e s (5)
Stutzavektor
(Ofisvzkkor\

gleichselzen: (’ﬂ ‘- (i\ vos. (E\ : (-ﬂ
Parametergleichung mit Punkten aufstellen
A(A0]s12)  B(31%#16) C(40/514)

E:%= O0A+ ¢ AR+ s- AC

A I 3r-4s =14
e (8 (3) o 8) W A+Sevs o8

WGS: T 2+v+2s- 3

 lsen, wenn Erqebnis @ Punkt in Ebene

Lagebeziehungen Gerade und Ebene

P

Gerude q:?= (',',’J * ’((“:‘.:;) Ebene E: oy + bxy ¢ Cxy = d

gleichsetzen: u-(pn{-ua\ + b (prtour] + ¢ -(pw toug) = d

= Glechung losen
- @:% W € parallel > keine Losung, unwahre Aussage (z.B. beim LGs 0=4)
- q:X € & Element> keine Losung, wahre Aussage (z.B. 4=4)

Schnittpunkt > beim Gleichsetzen eindeutige Losungen fiir Parameter  —s fiir Ortsvektor des DurchstoBpunkies
liegt in Ebene > unendlich viele Losungen Parameter in Gleichung einsetzen

Spurpunkte
SP Gerade g mit Koordinatenebenen
xq-xI-Ebtr\!: 5(%4/%1’0)

SP Ebene E mit Koordinatenachsen
oud xa-Achse: S(xa10/10)

dul xq- Achse: S (0] xq10)
aul %3- Achse: S (0101 ws)

Xa-xX3 ~Ebene: S(x410/ \(3)
Xq- %3 - Ebene: S0/ e | x3)




Normalenvektor (Kreuzprodukt/Vektorprodukt)
—vr
U V1
nist Normalenvektor einer Ebene E, steht in jedem Punkt orthogonal zur Ebene, orthogonal zu den “SX“
beiden bekannten Richtungsvektoren T und V der Ebene E wa X v
Uy s y3- V- |y u1><v'|.
R U x V ( w . V\:l- _"3,,'.“.,‘1) ML

Normalengleichung und Koordinatengleichung

Normalengleichung: (% - $VR-0
G Winkel

Koordinatengleichung: ox4 + bx, + txy = d d= 9% (Skalarprodukt!)
G Punkte

)

oo

Ls ¢in MNormalenvektor der Ebene: 1 = (

Punktprobe — Lieqt P(S1213) drauf?
1-5+3-2+ 4.3 =28 # 20 -

neln

Lage - Ebene und Normalform

1.zu einem Punkt > Punktprobe
Punkt in Ebene einsetzen, auf Konsistenz (z.B. 4=4) priifen

E: 1%+ Xg + 3x4 0 Pa(41213) Py (SIul3) Py(olojo)
\’PqinE 2:4+41+3:3:=0 N Pin € 2-5+443.3:0 S Pin E 2:0+0+3-0:=0
43 =0 230 0 =0

2. parallel zu den Koordinatenachsen

() 3. parallel zu den Koordinatenachsenebenen
0 ']
Wr Xa- Achse: R= (:‘) 1t

n 1 N ¥4-Kq - Ebene ¢ ne (E's)
R < (%)
Ul R - A(’“l‘ ns (n‘\ % (2\ WUr X~ X3 - Ebene: n = :
n4a
Ul Rq - Achse: R=('&'] *4(1) ’ Wl %4- k3 - Ebene: ?\=("J\
°

4. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen > Spurpunkte
E:Xs xa + 22 + 3%3-3 =0
mil der %a-Achse: %y und x3:= 0

= $,(31010)
mit der xa- Achse: xq und x3:0 — Sa(0l6l0)

mit der x3-Achse: %4 und %, =0 - 53(0l014)




Abstand eines Punktes von einer Geraden
Abstand eines Punktes R von einer Geraden = kleinste Entfernung von Rzu g
1 1
R(412( 0,08) q:'i=(3) ¢ &-(}] (1€ 2 qkm)
1. HiIfssbene orthogonal zu g und durch Punkt R
7. (3) .
- ;' 3\
E: %4+ 320 + 4 %g = d d- PR o= (o.ns\ ‘(1 = 424+2-3+008-4- 8,08
LE: 294+ 3%, ¢ 1x3= 8,08
2. Schnittpunkt F der Geraden g mit der Hilfsebene
4 1 + 2t 1 2
q’i:(a)o-{(}) = (1:3\) = (';%\ W in E
M
S (4eat) ¢ 3o (453) ¢ 4t = 2,08 | umformen nach t Dt o o= 0om
1 a4
ting (1§ (3\ = (:,;2:\ > F(4uu] 466/ 0,22)
3. Betrag des Vektors FR Fauul 4,66 1 0,22) R(4172] 0,08)
-o0,uy
IFRI = (.?,'3'.‘,“ o A (cownt + (0,3uf + (-04u) = 0,513
>>> kleinste Entfernung von Rzu g: 0,573, also etwa 570m (weil 1LE = Tkm)
Abstand eines Punktes von einer Ebene
R(21014) E:Xa + 8xa-lgg = 15
1. Gerade g aufstellen 3. Betrag des Vektors RE
- [3 ('1)
Q:% = (2] ey
|REl- 3
2. Schnittpunkt g und E
(2+4¢7) + 8. (3'1 - 4. (4-!.(;] = 1S | wmbormen nach r =7 = % >>> Abstand von R zu E:
3LE
L] A
roin g: g:‘x':(ﬂ*%'(—'u\ D F(;‘l’i"%\ = JLotfuRpunkt
Hesse‘sche Normalenform
Beispiel:
Ebenengleichung der Form €: (-3 )- R, = 0 heiBt Hesse'sche Normalenform
E: Yx4-3%x3-5=0
Fiir den Abstand eines Punktes R(r/n/r;) von der Ebene E gilt: d = |(?~',';\- o P(41213)
. . . . 4-4-3.3-5| 40
st avs + bxq + cxy = d eineKoordinatengleichung der Ebene E, so gilt: d= Brreersenl R
ary+ br, + cry - d
= —t’u"\l im J((nn(r ngq. — ?unkk unhfha(B Eb(n( s 1 LE
'J al+ b'l + Cl

pos. — Punkt oberhalb




Abstand windschiefer Geraden

0 1 9 7
gegeben: g:% - (1\ + s (3\ h:x = (f\ + 4. (})
1. LotfuBpunkte: 2'Hilfsvektor: (mit LotfuRpunkten)
Lolsf-1-51 4\ L1(9*'11l~8-3+l 6 + 2\ HI - (-.3’33*.2.2\-s) = (_ss-*z.t{:-f)
- 3 Zeilen von 9 - 3 Zeilen von h brae-d 5
3:Skalarprodukt: (von beiden RicMungsvektoren mit Hitfsvektor) 4IGS16sen?  (nuek s und t)
-S + + -S+ N+ N .
(1) (s‘. 33*‘__3) (4).0 ™ (g_ A _.3) (3).o U8 et s ko
i +S U +S > Ly(31-u14) La(51-211)
(1) -2 +St= -46 1) -Ss+ 13t = -49
5. Betrag:
d(q:iN = TG = Vis-3t e (- 0) + (2-0t = 3
Spiegelpunkt e 2.4 xq- %303 50 P(41410)
1. Gerade (Lotgerade) 2.Mittelpunkt  (2Zeten von g:X in Mlmilmylms)
1
g:2=(i)+ r-(_‘q) M{4+2r|4l’rl-4r)
3.Min Ebene
1-(4+2¢) + (44¢) - [-4r) +3=0 | umformen nuch r r in M: M(-1]014)
Ly = -4
4. \ektorkette, um P’ zu bestimmen
-—n — — -1 .4‘ (-} (-s

P'= 0P+ 2- PM PM=(:.4) P‘=(o)* 2- 1\: '-t\ > P'(-31-1411)
Schnittwinkel
zwischen 2 Vektoren: zwischen Geraden g,und g, zwischen Ebenen Esund Ei: zwischen Gerade g, und Ebene Ey:

M.V nw ° . R
cos () = =gy | cos ()= ‘_.,‘ l | ‘\ cos () = \:\:"\F\:ﬂ ¢0s(90°- &) [ sin ()= 127, V7l

Richtungsvektoren 0°¢ ¢ 90° 0°¢< w ¢ 90°
Normalenvektoren E}chlunqsvtkkor g hvonE

Lage einer Ebene zu einer anderen Ebene
Schnittgerade
’ identisch paraIIeI B %at xqs Txg-820 s
5|ch in einer Gerade schneiden e (8). s_l(.h ce (3) e

Vorgehen bei Priifung auf Parallelitét, Identitat und Schnitt:
Fall 1: beide Ebenen sind in Koordinatenform gegeben FIRE: (ye2s) ¢ (-35) + 2-(4) -8 <0

04 Xat bakyt Cavy= da | lssen =  keine Losung: parallel, nach H-Y=35
Uy %4 + by ¥+ Cixg s oo | Umbormung 2 identisthe Gleichungen: identisch, sin Parameterform:
als Lssungsmenqe Parameterformy mil 4 Parameter: %a: Y+ (W2 = -4 o+ 4
Gerade % (2-4)-3) = 42 - &
Fall 2: einen Ebene in Koordinatenform, eine in Parameterform 3t t = 0 + 44

-4
tinsetzen —  falsche Aussage: parallel, wahre Austoge: identisch Ls s:X = 4:') st {';)




Stochastik

Der Ereignisraum

Am Bcisp’u(: 0 = Prra A= Wase B:= Oliven

QT a (Omequ) = Ereignisraum = beinkaltel alle miglichen Erqebnisse eines Zuballsexperiments
Die tinzetnen Teilmengen des  Ercignisraums L) heiRen  Ereignisse  (A,B, ..).
Man swchreibl fur Erdignisse A und B aus £): AC O und BS O (£ = Talmenqe)

O\ A = Pizza ohne Kase Omequ ohne A

ANnZB® = Pizza mit Fise und Oliven A und B

Av B = Pizza mit einem oder beidem A oder B (oder beides)
A\ B = Pizza mit Yise, obhne Oliven A ohne B

(A VBI\N(A AB) - Paza mit Yise oder Oliven (nicht bedes) nur A oder B (nicht baides)
AN B = Pizza mit ollem  owuRer  Yise | Oliven alles oufer A ode B
Av B = Pizza ohne Wsse und Oliven alles oufer A und B

Wahrscheinlichkeiten

- Gegenwahrscheinlichkeit: P(aY= 4 - P(A)

- Additionssatz: P(AVB) = P(A) + P(B) - P(AAB)
-Allgemeine Herangehensweise bei Stochastik-Aufgaben:

Beispiel: An einer Schule haben 20% der Schiiler eine Laktoseintoleranz. 10% der Schiiler haben eine Glukose-
Unvertraglichkeit. 25% haben mindestens eine der beiden Unvertraglichkeiten. Bestimmte die Wahrscheinlichkeit, das

jemand beides hat.

1. Schritt: Ereignisse benennen

L= Jactoseintolerant G:= Glucoseintoleranz
2. Schritt: Was ist gegeben? o mind. 42 oder
P(LY= 0,2 (204) P(G)= 04 (10+/) P(LVGY= 0,25 (25+)

3. Schritt: Was ist gesucht?
P (LA G) — WahrschanlicAket von dactose- und  Glucoseunverkraglichkeit

= P(LVGE) = P(L) + P(GY - P(L AG) - Additionssatz
0,25 = 002 + 04 - P (LA G)
0,15 = 0,3 - PlLA G) I -03
-0,05= - P(LAG) I+ (-1

\II/

S/ bedes

0,05 - PlLAG)




Baumdiagramm > veranschaulichung

4 Im Baum zu finden:
PlA) = Wohrschanlichkat, doss A eintritt
P(A) 8. & P(A) 28 ¢ P(AABY = A ud B bden &n
S P, (8) ~ B it udter dea  Bedingung
A A ¢in, dass A buels eingetreten
it
P (®) Pal®) ¥ (8) P, (F)
Regeln
1. Pfadregel (Produktregel): entlang des Zweigs wird
B B 8 B multipliziert
2. Pfadregel (Summenregel): mehrere Zweige /
P(AAR) P(AAB) PrAaB) P(AAR) Wahrscheinlichkeiten werden addiert
+
Zufallsgrofen

ZufallsgroBe X:

- ordnet jedem Ergebnis eines Zufallsexperiments eine (reelle) Zahl zu
- wie oft jede Zahl vorkommt wird durch die Verteilung beschrieben

- diese kann unterschiedlich festgehalten werden

tabellarisch (Wahrscheinlichkeitsverteilung einer ZufallsgroBe X):

X X4 | %2 | ... | xn
P(XaX\ P4 P-L vee Pn

Stabdiagramm / Histogramm:

P 1 Surame_aller Werke
X=n (*4 Xyt oL ¥ "r\) = Anzahl aller Were
P2
Pa Median: _— mitllere Zabl
Py 444 22344 % > alle Weke de GosRe noch  socieren
X X 3 X Erwartungswert:  qibt an, welcher Mittelwert (&)  bei
wiederholung (qr. AnzaM) 2u erwarken st
Normierungsbedingung : M= (2 p) + (xq-p) + ..+ (xn - P")
Die Summe  alter Wk -
scheinlichkeiten  (P) einer Standardabweichung: um wie viel weicht u durchechniti-

Ver{ci(unq muss  immer 1

Mittelwert / arithmetisches Mittel:

tich ob

eqeben: “ o= '\/(#4-)4\- pa * ..
} R=4

<A

+ (’(n'l‘)‘ Pn




Absolute und relative Haufigkeit

Absolute Haufigkeit | Relative Haufigkeit
-Anzahl / ganze Zahl (0; 1; 2; ...) -in Prozent / Prozentzahl (0,2 / 20%)
-2.B. Wiirfel: gibt an, wie oft welche Zahl gewiirfelt - man erhlt sie, indem man die absolute Haufigkeit
wurde durch die Versuche n teilt (%)

Laplace - Ereignisse (faires Spiel)

Ein Zufallsexperiment, bei dem alle Ergebnisse aus () gleich wahrscheinlich sind, wird Laplace-Experiment genannt.

Loplace = Fair

Faires Spiel:
Ein Spiel wird fair genannt, wenn Gewinne und Verluste ausgeglichen sind - das heiBt, dass der Erwartungswert fiir einen
Gewinn 0 sein muss.

Erwur’f.ungswef{ = 0

Daten darstellen und durch KenngroRen beschreiben -
Mittelwert und Standardabweichung

Urliste X4, Ra, X3, ... Xp 2ugehsrige  WenngroRen  sind : |
Mittelwert: X = % . (m .5 %n)  empirische Slundardo(bweichunq S =’\/£\' : ((#4 -X) e (%n-?bz

rel. Hiubigkeitsverteilung mit Weten oy, vy und  rel. Haubigkeiten h,, . A, , t0 gqilk:

_7\5 m«-"\q + ...+ mk-ﬂ\k S~ _J(mq_’—(\l . ‘\4 + .+ (Mk")_()l ‘p\k\l




Erwartungswert und Standardabweichung von
Zufallsgrofen

Erwartungswert M (Mi) Stundardabweichung o (Sigma) Zu‘m“sqra\%c X
Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroBe X in Tabelle: % |"1 | 0 | 2 | El
EEREN
POl T 1w | | 7y
3 B g A 1
M= ) %+ 0w ¢ g+ Sy e T = - 006

oK)= AVl - (2N o 0- GRS B o AN e G- 5

Erwartungswert von X:
M= X P(X=X4) + X - P(X=K1\ + X3 P()(=K3\ .t X P(X=Xn)

Standardabweichung von X:

)
o= 1/(x4—14)1- P(X=xa) + (%2 -M\" P(X=x3) + ... + (%xn- M\ P(X=xq)

bei binomialverteilter ZufallsgroBe: M= n - p o Vn. p- (4- p)l

Bernoulli-Experimente, Binomialverteilung

Ziehen mit Zuriicklegen - Trefferwahrscheinlichkeit bleibt konstant

- Bernoulli-Kette der Linge n besteht aus n unabhangigen Bernoulli-Experimenten mit den Ergebnissen 1(,Treffer") und 0
(,Niete")

- die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsverteilung B heiBt Binomialverteilung, die ZufallsgroBen X heift binomialverteilt
mit den Parametern n und p

Beschreibt die ZufallsgroBe X die Anzahl der Treffer und ist p die Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer, so erhalt man die
Wahrscheinlichkeit fir r Treffer mithilfe der Bernoulli-Formel:

n -

Bryp (M= P=r)e () pre (4 ™" f=0,., n
Bernoulli-Experiment: es gibt nur 2 Maglichkeiten und diese sind unabhangig voneinander
Kombinatorik / Binomialkoeffizient berechnen: ~ CAS nCr

n (n)!

(r) TR GEY ! Fakuliat

8 (- 75




Pascal-Dreieck - Berechnung des Binomialkoeffizienten

Baum fir Bernoulli-Kette der Linge n = 3 Pascal-Dreieck
n
K= Uopt 2 = Zuhl Versuch

/\ 0 1

1 A 1 Summ
K z 2 4 2 4 oilfz
N S N
v 2 K 2 3 1 3 3 1
/\ /\ ‘\ Yy 1 4 6 Y 1
Trebler © 1 2 3 Y
(?\ P 0; 4;1;3 3
s L (1\ = 3
(0) = 4 b 3 Vesuchen 0 x Kopf
s 1 Pfad
(N=3 (N3 (3) -+
8 7 (1
Beispielaufgabe: Begriinden Sie durch eine Termumformung. (3\ - (1) + 3)
g _ ¥ .
.50 2.8 TICH
8- F-6-5-4-3-7-4 = F-6-5-4.3-7.4 . 3654324
394 - 5-4-F-14 2-4 - 5.4.83-7A 394 - M-3-TA
g-* = 36 + 3.5 Sb . + 35
4 2-4 4 4 2 1
56 = 21 + 35 56 = Sé

Praxis der Binomialverteilung

Bei einer binomialverteilten ZufallsgroBe X kann man alle Berechnungen mit zwei Grundfunktionen durchfiihren.

nip (1)
b) Die zweite Funktion berechnet die kumulierte Wahrscheinlichkeit P(X ¢ r) ,also die Summe

PIA=0) + v P(Rer)e Fpp ()

a) Die erste Funktion berechnet zur Trefferzahl r die Wahrscheinlichkeit P(X=r)= B

CAS P(x=u), P(XeY), P(X23) wnd P(X¢4 oder X25) e ZuballigrsRe X mit
n: 50 und p: 005 berechnen

PIX=U) US:4 0S:4 binomCdf (5D, 0.05,4,4)» 0436 ~ 43,6

PeXey) us:0 05:4 binomCdf (GO, 0.05, 0,4) P(X 23) binom CdE (50, 0.05, 3, 50)
P(X%4 od. X25) = 4 -P(2¢x<y) od. P(oe£x¢q) + P(S & x & 50)




Sigmaregeln

Fir eine binomialverteilte ZufallsgroBe X mit den Parametern n
Standardabweichung ¢ = 4'n - p - (4- ) erhdltmanfolg

und p, dem Erwartungswert m = n - p und der
ende Naherungen:

10, 10, 30 - Regel: bzw. fiir ,glatte” Wahrscheinlichkeiten:
1. Plu-o £X £ Mm+o) = 683/ Plu-48o ¢ X ¢ padblo) = 907 o184
2. P(m-204X & ma2e) = IS 47 Ppu-4%0 ¢ Xt pmed o) = 957
3. P(pu-3e ¢ Xt pr30) = 993/ P(mu-2580 ¢Xepus2580) = 994
PX=1) Ll i) s
007 -1z | LI,
0,06 .
0,05
0,04
0,03
0,02
0,01
030 35 40 45 50 55 60
: ! L 68% ! o :
: : 954% : : 2
1L 997% : ? '

Problemldosen mit der Binomi

p gesucht: p='1-“ 1-P

es wird haufig gefragt nach: Wahrscheinlichkeit, Anteil, Prozent

Beispiel: Wie groB misste der Anteil der Vegetarier
mindestens sein, damit sich unter’5 Personen mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% mindestens 1
Vegetarier befindet?

P= 90/ = 0,9 n= 5
S
P- 4- 1-09 = 0.369

— Antel Vegetariec mind. 36,9/

= SRl Graph binomCdf
1544y : i‘% " tu' p
o \,mﬁdtr(n.p-'m\f
= 7 17,::*77{:'7 = =
m&){&ﬂ;mégﬂsm,s) I Graph P ots $(%)
(02e2,078) pld-o07s
sbdd Pe3S. P beslimmen
0.2 f0.1 2.2:
- 24/ dass man be 5 Wirden mind.

alverteilung (p / n gesucht)

{n (1-P)

n gesucht: tn (1 p)

Nns=

es wird haufig gefragt nach: Anzahl, Haufigkeit, Personen,
Maglichkeiten

Beispiel: Der Anteil der Vegetarier in Deutschland liegt bei
20%. Wie viele Personen miisste man an deiner Schule
mindestens befragen, um mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 98% einen Vegetarier anzutreffen?

P-198/ = 098 p= 20/ = 02

tﬂ {4- 0|98)
n = tn (4_ 0,')-) = 41. 534"‘ “— runden
— mind. 48  Schixler Bctruqen

— gleiches VOl‘g!p'lU\, nue X fie n

4« Aribft




Zweiseitiger Signifikanztest

1. Nullhypothese bestimmen
Ho = P

2. Stichprobenlange: n

meistens 400 oder 200 — erkennt man im Text

3. Signifikanzniveau o festlegen
Fehter- [ lertumswahescheinlichkeit, meist 57 = Text

4. Annahmebereich festlegen

0/ o b 100 /-

o= erste Zahl, die die  kumulierte
Wohrscheinlichkal  von %
(meist 2,54)  Uberschratel

b este Zahl, bei der die
kumulierte  Wahkrschein lichkeit von
A00- 3 (mest 97,5%)
iiberschreitet

CAS Vorgehen
~ binom Cdf (n, p, %) zdchnen
o+ b o Tabelle

X suchen, fuc welches % dos
erste Mal
2,57, also
~das X suchen, fir welches
400 - % uberschritten  wird
.57, alse 0975 ..\ = b

uberscheitten  wird  (meist
0,025 ...) = o

( meist

Beispiel: Laplace-Wiirfel

10 24

—Ho wird angenommen, wenn dus S’cichprobmerqcbnis im  Annahmebereich liegt, sonst wird Hp verworfen

Einseitiger Signifikanztest

1.Man legt den Stichprobenumfang n und das Signifikanzniveau & (die maximale Irrtumswahrscheinlichkeit, z.B.

® = 5%) fest.

2. Als TestgroBe X verwendet man die Trefferzahl.

3. Linksseitiger Test

Rechtsseitiger Test

Nullhypothese: Hg: p = po oder

P < Po

PZ P
Alternative: Hy:

Nullhypothese: Hq:p = p, oder p< pg

Alternative: Hit p > po

Man bestimmt den Annahmebereich [a; n] der
Nullhypothese.

Dazu sucht man aus der Tabelle der kumulierten
Wahrscheinlichkeiten von X die kleinste Zahl a
heraus, sodass P(¥X ¢ a) > 5%

Man bestimmt den Annahmebereich [0; b] der
Nullhypothese.

Dazu sucht man aus der Tabelle der kumulierten
Wahrscheinlichkeiten von X die kleinste Zahl b heraus,
sodass P(X<b) >95%

4. Man erhebt oder zieht eine Stichprobe vom Umfang n. Ho wird beibehalten, wenn die Trefferzahl X im Annahmebereich

liegt, sonst wird H,, verworfen.

linksseitiger Test : | mindestens®  H :p 2 p,

rechtsseitiger Test: | hochstens" Ho: p ¢ po




Fehler beim Testen von Hypothesen

Fehler 1. Art: Nullhypothese wird verworfen, obwohl sie eigentlich richtig ist
1 - binemCdt (n, p, Annahmebereich)

Fehler 2. Art: Nullhypothese wird akzeptiert/angenommen, obwohl sie nicht stimmt
binomCdt (n, p, Annahmebereich)

Signifikanz und Relevanz: Ergebnisse statistischer Tests
kritisch hinterfragen

- Es ist unzuldssig, aus mehreren Datenerhebungen im Nachhinein eine mit signifikantem Ergebnis auszuwéhlen.
- Es kann, im Hinblick auf signifikante Ergebnisse sinnlos sein, den Stichprobenumfang n so gro zu wéhlen, dass selbst
kleinste Unterschiede nachweishar werden, die vollig irrelevant sind.

Stetige ZufallsgrofRen - Integrale besuchen die Stochastik

Eine Funktion f heiBt Wahrscheinlichkeitsdichte tiber einem Intervall [, z.B.1=[a; b] oder I=(a; b), wenn gilt:
(1) F(x\ > 0 firallexaus!  und

(2) ”(%\ dx =1
Einereellwertige ZufallsgroBen X mit Werten im Intervall LheiBt stetig verteilt mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f, wenn

firaller, saus|gilt: P(r e X ¢ s) = Simdx

Eine ZufallsgréBe X mit den Werten zwischen a und b und der Wahrscheinlichkeitsdichte f besitzt den:
b
Erwartungswert:  p = ‘2 % £0) dx und die

b |
Standardabweichung: 0'=/\/ S(x-;ﬂ"- F(x) dx

a

Normalverteilung norm Caf

Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt normalverteilt mit den Parametern m und o, wenn sie eine GauB'sche Glockenfunktion
® ;o als Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt.

Eigenschaften der GauB'schen Glockenkurve: Wahrscheinlichkeiten:
Wahescheinlichkeitsdichte: (4 -y

2 '?i - 2
‘.F‘M.V(*\ HF()“l#ﬁ‘\ WP(ﬂtvlﬁﬁ'Q \ "PJA;G(X\: 0_‘:/,1—“) - e e

Es gitt: b b
s

/ \ Es qilt: _!o‘Py;& (xYdx =4 PlasXsb) = Sq’y‘&{t\ dx = ‘PO 4 (x) dx
>x e

Satz von de Moivre-Laplace:

eI
B o (0= 04—. e 1! Furb|n0m|alverte|lteZufallsgroBenXm|t M=n-p
s X und o = an- p (1-p) gilt:
Iﬁ f&r }4~0 A 0'4 (90;4(*\"4/2—_lr'e' 2 )P(X k) n P(k\z CP',A O'(k‘ Und

tnDS

Bei normalverteilten ZufallsgroBen gelten die Sigmaregeln exakt. b)PlaeXeb) = ol Jos Pancor (4 dx




